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Resumo. Este trabalho apresenta o conceito de Teoria das Conexões Funcionais (Theory of
Functional Connections - TFC), recém desenvolvida e suas potenciais aplicações em problemas
da mecânica celeste, em especial casos envolvendo o problema circular restrito dos três corpos
(PCR3C). O PCR3C é muito utilizado em mecânica celeste e apresenta uma literatura bastante
desenvolvida, sendo portanto um bom candidato a ser explorado como exemplo de aplicação fu-
tura. Trata-se de um modelo que considera um corpo de massa desprezı́vel em relação aos out-
ros corpos envolvidos, orbitando um corpo chamado primário e um corpo perturbador também
é considerado na dinâmica do sistema. A TFC é um método de interpolação funcional, que
pode ser utilizado para gerar solução de equações diferenciais. Este trabalho apresenta o con-
ceito de solução de equações diferenciais que representam a dinâmica do PCR3C através da
TFC.

Palavras-chave: Teoria das Conexões Funcionais, TFC, Problema circular restrito dos três
corpos, PCR3C.
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1. Introdução
A Teoria das Conexões funcionais recentemente desenvolvida por Daniele Mortari, é uma forma
de interpolação funcional, com diversas aplicações, dentre elas a solução de equações diferen-
ciais. Os modelos utilizados em mecânica celeste, são descritos em geral por equações diferen-
ciais de segunda ordem, não lineares e não homogêneas (KOPAL;LYTTLETON,1963; KUGA,
2012).

Estas equações que representam a dinâmica do sistema não apresentam solução análitica, exceto
em casos em que para se ter uma ideia do efeito de determinada perturbação, por exemplo, se
faz diversas simplificações e aproximações no modelo de forma a conseguir obter uma solução
analı́tica ou semi-análitica.

No caso em que se consideram as equações no seu estado natural, sem demasiadas
simplificações e aproximações para obtenção de soluções anaĺiticas, se faz uso de técnicas para
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obtenção de soluções aproximadas, como por exemplo o recurso de integração numérica. A
integração numérica proporciona uma solução aproximada, não exata, podendo respeitar uma
determinada precisão especificada.

A técnica da Teoria das Conexões Funcionais apresenta um grande potencial na solução de
equações diferenciais, como será mostrado adiante. É possı́vel através desta técnica obter ex-
pressões análiticas, com erro nulo em determinados pontos especificados dentro do intervalo de
integração obtido (MORTARI, 2017b)

O método também é robusto no sentido de ser aplicável tanto a problemas de valor inicial como
problemas de valores de contorno. Nos problemas de mecânica celeste o problema de valor
inicial se caracteriza pela definição de um raio vetor no instante inicial e uma velocidade no
instante inicial e como resultado, obtenção dos valores de r(t) e v(t) para todo t entre t0 e tf
(onde t0 é o instante inicial de integração e tf o instante final). Já o problema de valor de
contorno se caracteriza pela definição de um raio vetor no instante inicial e no final.

Este trabalho tem como objetivo explorar a aplicação da TFC em problemas da mecânica ce-
leste, como por exemplo, através do PCR3C. Este modelo representa a dinâmica de um corpo de
massa desprezı́vel em torno de um primário e um corpo perturbador. Através da modelagem do
sistema, obtém-se equações diferenciais de segunda ordem, suja solução semi-analı́tica, aprox-
imada, pode ser obtida através do método da TFC. Neste caso a solução seria discretizada em N
pontos, e a solução em cada um destes N pontos é exata. Já em intervalos de tempo diferentes
destes N pontos escolhidos, a solução é aproximada, uma vez que se trata de uma interpolação
funcional.

.

2. Metodologia
A Teoria das conexões funcionais é uma técnica de interpolação funcional. Basicamente, ao
invés de se interpolar pontos, se interpolam funções através da especificação de uma expressão
de vı́nculo (MORTARI, 2017; MORTARI; LEAKE, 2019). Suponha, por exemplo, uma ex-
pressão da forma apresentada na equação 1, a relação y(x) = y0 quando x = x0, qualquer que
seja a expressão p(x).

y(x) = p(x)(x− x0) + y0 (1)

A expressão de vı́nculo apresentada na expressão 1 é uma das muitas formas possı́veis de se
fazer interpolação funcional de pontos. Para mais exemplos, favor consultar Mortari (2017a) e
Johnsthon e Mortari (2018).

Outra aplicação possı́vel da TFC é a solução de equações diferenciais (MORTARI, 2017b). A
seguir apresenta-se o método passo-a-passo. Na próxima seção são apresentados três exemplos
de aplicação.

Passo 1) Escrever a Equação Diferencial (ED) e identificar seus termos. Identificar se é ordinária
ou parcial, linear ou não linear, homogênea ou não.

Passo 2.a) Definir o intervalo de avaliação da ED, [t0, tf ].

Passo 2.b) Fazer uma transformação de tempo de forma que o intervalo esteja entre -1 e 1
(nova variável ”x”) Isso é necessário para utilizar funções como polinômios de Schebchevy por
exemplo.

2



Passo 3) A solução pode ser apresentada como na equação 2.

y(x) = g(x) +
n∑

k=1

ξkpk(x) (2)

Passo 4) Aplicar os vı́nculos e obter as expressões ηk

Passo 5) Obter y(x), substituindo os ηk na equação 2

Passo 6) Escrever a ED e a equação de vı́nculo em função da nova variável ”x”.

Passo 7) Derivar a expressão de vı́nculo (obter a primeira e segunda derivada) e substituir na
ED em função de ”x”.

Passo 8) Descrever o sistema na forma apresentada na equação 3 e resolver para ξ utilizando
por exemplo o método de mı́nimos quadrados (MORTARI, 2018).

g(x) = ξTh(x) (3)

A seção 3.1 apresenta um exemplo de Problema de Valor Inicial e a seção 3.2 apresenta um
Problema de Valor de Contorno como exemplo.

A seguir apresenta-se o problema circular restrito dos três corpos (PCR3C), que será objeto de
estudo e aplicação da TFC em trabalhos futuros.

No PCR3C um corpo de massa m3 que orbita um primário de massa m1 e um corpo perturbador
de massa m2, é sujeito à aceleração dada pela equação 4

¨⃗r3 = −
(

µ1

r⃗ 3
13

r⃗13 +
µ2

r⃗ 3
23

r⃗23

)
(4)

em que r é o vetor posição em relação a origem do sistema de coordenadas, µ1 é a constante
gravitacional do primeiro primário, µ2 é a constante gravitacional do segundo primário, r13 e
r23 são os vetores posição em relação ao primeiro e segundo primário respectivamente. A massa
m3 é desprezı́vel em relação as massas m1 e m2. Os vetores posição são dados por:

r213 = (x+ a∗)2 + y2 + z2

r223 = (x− b∗)2 + y2 + z2 (5)

em que a∗ e b∗ são das distância entre o primário e o baricentro e o segundo primário e o
baricentro, respectivamente. Os sistemas inercial e local são ilustrados na Figura 1.

As equações para o PRC3C (KOPAL,1963), considerando a aceleração devido ao segundo
harmônico (J2), são apresentadas no sistema de equações 6:
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Figura 1. Sistema de coordenadas no problema dos três corpos (Inercial e Local)
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em que µ é dado pela relação entre a massa m2 e a soma das massas m1 e m2, s1 é o raio
vetor entre o corpo perturbador (de massa m1) e o corpo de massa m3, s2 é o raio vetor entre o
primário (de massa m2) e o corpo de massa m3. A modelagem dos efeitos perturbativos se dá
apenas em relação ao primário.

Este modelo descreve o movimento de um corpo de massa m3 orbitando dois corpos de massas
m1 e m2 respectivamente, sendo que estes dois descrevem uma órbita circular em torno do
baricentro do sistema. Para efeitos de simplificação a massa m3 é desprezı́vel perante as demais.

Observa-se que é possı́vel utilizar a mesma metodologia (TFC), para resolver o problema de-
scrito pelo conjunto de equações 6, utilizando contudo o método de mı́nimos quadrados não-
linear, uma vez que a TFC abrange quaisquer tipos de ED.

.

3. Resultados e Discussão
Na seção Resultados e Discussão são apresentados alguns exemplos de forma a demonstrar a
aplicação da TFC, utilizando a metodologia apresentada na seção 2.

.

3.1. Exemplo de Problema de Valor Inicial resolvido com TFC
Esta seção apresentará um exemplo de problema de valor inicial e a aplicação da TFC para sua
solução.

Passo 1) Seja a equação diferencial da forma apresentada na equação 7
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ÿ(t) + 5ẏ(t) + 6y(t) = 0 (7)

para as condições iniciais y(0) = 0 e ẏ(0)=1.

Este exemplo é considerado pois é fácil obter a solução análitica através da equação carac-
terı́stica r2 + 5r + 6 = 0. A solução é dada pela expressão 8

y(t) = e−2t − e−3t (8)

Passo 2.a) Define-se, por exemplo o intervalo de integração de 0 a 5 segundos.

Passo 2.b) Uma transformação conforme a expressão 9, proporciona um novo intervalo de
integração na nova variável x de -1 a 1.

x = −1 +
2

5
t (9)

Passo 3 e 4) Assume-se uma expressão de vı́nculo conforme a equação 10

y(x) = g(x) + η1p1(x) + η2p2(x)

y′(x) = g′(x) + η1p
′
1(x) + η2p

′
2(x) (10)

Aplicando as condições iniciais e resolvendo o sistema para η1 e η2, considerando P1(x) = 1 e
P2(x) = x, obtém-se então:

η1 = 1− g(−1)− ġ(−1)

η2 = 1− ġ(−1) (11)

Portanto a equação de vı́nculo 10 (Passo 5), toma a forma da equação 12:

y(x) = g(x) + [1− g(−1)− ġ(−1)] + [1− ġ(−1)]x (12)

Derivando a expressão 12 temos:

y′(x) = g′(x) + 1− ġ(−1)

y′′(x) = g′′(x) (13)

Escrevendo a equação diferencial em função da nova variável x, tem-se a expressão 14:

c2y′′(x) + 5cy′(x) + 6y(x) = 0 (14)
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e finalmente, escrevendo o sistema na forma A(x)ξ = b(x), tem-se

aij(x) = c2h
′′

j (xi) + 5ch
′

j(xi) + 6hj(xi)− 6hj(−1)− (5c+ 6 + 6xi)h
′

j(−1)

bi = −5c− 6− 6xi (15)

Aqui vale ressaltar alguns pontos especı́ficos sobre a matriz Amn(x). A quantidade de colunas
da matriz A é a quantidade de polinômios considerados na aproximação da solução análitica
(polinômios de Schebchevy por exemplo). Já o número de linhas representa a quantidade de
pontos em que o intervalo [-1 1] é descritizado. A solução encontrada interpola todos estes
pontos e apresentam solução com erro 0 em cada um deles.

.

3.2. Exemplo de Problema de Valor de Contorno resolvido com TFC
Esta seção apresentará outro exemplo, desta vez um problema de valor de contorno e a aplicação
da TFC. Considera-se a mesma equação diferencial que o exemplo anterior (equação 7).

Neste caso as condições de contorno são y(0) = 0 e y(1)=1.

A solução é da forma da equação 16

y(t) =
e−2t − e−3t

e−2 − e−3
(16)

Passo 2.a) Define-se, por exemplo o intervalo de integração de 0 a 1 segundos.

Passo 2.b) Uma transformação conforme a expressão 17, proporciona um novo intervalo de
integração na nova variável x de -1 a 1.

x = −1 + 2t (17)

Passo 3 e 4) Assume-se uma expressão de vı́nculo conforme a expressão 18

y(x) = g(x) + η1p1(x) + η2p2(x) (18)

Aplicando as condições de contorno e resolvendo o sistema para η1 e η2, considerando P1(x) =
1 e P2(x) = x, obtém-se então:

η1 =
1

2
[1− g(−1)− g(1)]

η2 =
1

2
[1 + g(−1)− g(1)] (19)

Portanto a equação de vı́nculo 18 (Passo 5), toma a forma da equação 20:

y(x) = g(x) +
1

2
[1− g(−1)− g(1)] +

1

2
[1 + g(−1)− g(1)]x (20)

6



Derivando a expressão 20 temos:

y′(x) = g′(x) +
1

2
[1 + g(−1)− g(1)]

y′′(x) = g′′(x) (21)

Escrevendo a equação diferencial em função da nova variável x, tem-se a mesma expressão que
a equação 14. Finalmente, escrevendo o sistema na forma A(x)ξ = b(x), tem-se

aij(x) = c2h
′′

j (xi) + 5ch
′

j(xi) + 6hj(xi) +
5

2
chj(−1)

−3hj(−1) + 3xhj(−1)− 5

2
chj(1)− 3hj(1)− 3xhj(1)

bi = −5

2
c− 3− 3xi (22)

Novamente, observa-se que a expressão obtida anteriormente pode ser discretizada em tantos
pontos quanto necessário/desejado, utilizando tantos polinômios quanto desejado, contudo que
o número de pontos se superior ou igual ao número de polinômios, ou seja (N¿m).

Os próximos passos deste trabalho são aplicar a técnica da TFC no PCR3C conforme apresen-
tado na seção anterior e comparar com as soluções obtidas numericamente, verificando assim
sua eficácia, precisão e robustez.

Identifica-se uma série de potenciais aplicações da TFC nos problemas de mecânica celeste
como por exemplo, simulação de problemas circulares ou elı́pticos no problema restrito dos
três corpos, simulação de captura gravitacional, cálculo de manobras orbitais otimizadas, entre
outros.

.

4. Conclusão
Este trabalho apresentou a Teoria das Conexões Funcionais e alguns exemplos de aplicação
direta. Apresentou também o problema circular restrito dos três corpos (PCR3C) em Mecânica
Celeste e algumas potenciais aplicações do método. Em trabalhos futuros, buscar-se-á explorar
alguns destas potenciais aplicações, avaliando assim a abrangência e utilidade do método na
área de Mecânica Celeste.
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